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MASCHINENWERKE AG.
BRAUNSCHWEIG

Dr.-Ing. Fritz Wachendorf:

Die Behandlung der hZufigsten mathematischen Aufgaben
mit der Rechenmaschine BRUNSVIGA 20

EINFUHRUNG

Allgemeines

Die Kenntnis der BRUNSVIGA 20 und ihre Handhabung bei Durchfiihrung der ein-
fachen Rechenoperationen wird vorausgesetzt. Diese Zusammenstellung soll
Fortgeschrittenen einige Hinweise geben, in welcher Weise die hiufigsten
mathematischen Aufgaben mit Hilfe der Maschine zu behandeln sind. Wo es
irgendwie mdglich war, ist von dem Gebrauch hoherer Mathematik abgesehen
worden.

Vom Verfasser wurde die im Literaturverzeichnis angefiihrte Literatur be-
nutzt. Soweit die Darstellungen sich nicht auf diese Verdffentlichungen
zuriickfilhren lassen, handelt es sich um unabhidngige Arbeiten.

Bezeichnungsweise

Um stdndige Wiederholungen zu vermeiden, werden im Text vielfach Abklrzun-
gen gebraucht. Und zwar bedeuten

Resultatwerk,

Einstellwerk,

Zahlwerk,

Schlittenstellung,

die im Resultatwerk erscheinende Zahl,
Die im Einstellwerk eingestellte Zahl,
Die im Zihlwerk erscheinende Zahl,
Anndherungswert.

N O H 2 NE
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Alle Rechenvorginge werden in der nachstehenden Anleitung durch eine beson-
dere "Rechenmaschinenschrift" schematisch dargestellt:

Die drei Werke der BRUNSVIGA 20 werden durch drei iibereinander angeordnete
Rechtecke bezeichnet:

Z Z = Umdrehungs-Zdhlwerk %
E E = Einstellwerk e die darin stehenden Werte
R R = Resultatwerk hir

In diesem Rechenschema sind
die einzustellenden Werte (Buchstaben oder Zahlen)

offen, d.h. ungeklammert

(Einstellwerte), a
die wihrend des Rechenvorganges einzukurbelnden

oder zu beachtenden

Werte zwischen Ausrufzeichen (Achtungswerte) 1b!
die am Ende der Rechnung sich ergebenden Werte

zwischen Anfiihrungsstrichen sErgebniswerte) flc
dargestellt.

Das aus der Berechnungsformel hervorgehende "Formel-Vorzeichen" (Z.B.

das Minus-Vorzeichen in der Formel ¢ = a - b - d) ist in den "allgemei-
nen" (Buchstaben-)Schemata im Kreise angegeben. Seine Kombination mit

dem (wechselnden) "Wert-Vorzeichen'" des Rechenwerk-Wertes ergibt das @
"wirksame Vorzeichen'", welches fiir die unter 1,4 angegebenen Vorzeichen ©

Nachdruck, auch auszugsweise, verboten. —/2
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regeln gililtig ist; es ist in den "speziellen" (Zahlen-)Schemata ebenfalls
im Kreise angegeben.

Ziffern in runden Klammern bezeichnen die Kommastellung, d.h. die rechts (6)
vom Komma abzuteilende Stellenzahl.

Die Nullstellung eines Werkes wird, soweit angegeben, durch den Einstell-
wert 0,0 bezeichnet. @, 0

Negative Zahlen in dem R-Werk erscheinen dort als dekadische Erginzungs-
zahlen und sind als Einstellwerte in dieser Form auch einzustellen 999 32
At

BEin Gleichheitszeichen an der Stelle eines Einstellwertes bedeutet abge-
kiirzt, daB der Wert eines vorhergegangenen Rechenganges fiir den nichsten =
als Einstellwert stehen bleibt. :

Drei Punkte zwischen zwei Zahlenwerten bedeuten, daB der Zwischenraum
zwischen ihnen mit "Puffernullen" oder auch - wenn der rechte Wert nega- a...b}
tiv und als dekadische Ergidnzung eingestellt ist - mit Neunen ausgefiillt
ist. Drei Punkte unmittelbar hinter einem Zahlenwert deuten nicht angege-
bene i{iberschiissige Stellen an.

Ein Apostroph iiber dem mittleren dieser 3 Punkte im R-Werk symbolisiert il #

die Einschaltung der "partiellen" L&schung.

Ein E-Werk-Wert zwischen zwei Trennungsstrichen ist dort durch Riickiiber- '
tragung aus dem R-Werk eingestellt, wobei die dabei erfolgende Nullstel- /a/
lung des R-Werks zugleich durch /0,0/ zwischen Trennungsstrichen gekenn- /00
zeichnet wird.

Die Schlittenstellung wird links neben dem R-Werk-Symbol durch § mit der s/8
im Deckenausschnitt erscheinenden Ziffer dargestellt.

Kommata und ihre Kennzeichnung

Wir beginnen mit einem Beispiel und stellen Hebel 5 des E-Werkes (kurz als
G bezeichnet) auf "1" und einen Kommazeiger zwischen E 5 und E 4. Somit

1at NN

oder, wenn die Anzahl der durch das Komma abgetrennten Dezimalen durch eine
eingeklammerte Zahl angedeutet wird,

e = 1,0(4).

Man bringe den Schlitten in eine solche Stellung, daB im Deckenausschnitt “
eine griine 6 erscheint und der Stellenzeiger des Zdhlwerks iiber der grinen

6 steht. In dieser Stellung 6 (kurz mit "S 6" bezeichnet) mache man eine
+Drehung, worauf eine 1 in Z 6 (unter der griinen 6 des Zdhlwerks) und eine

1 in R 10 (unter der griinen 10 des Resultatwerkes) erscheint.

Dieser Vorgang 14Bt sich als Multiplikation 1 x 1 = 1 auffassen, wenn
e = 1,0(4)
7= 1, 0(8)
r = 1,0(9)
ist.
Durch Ausfiihrung einer solchen Probemultiplikation 1 x 1 = 1 kann man sich

die Anwendung der Kommaregel

"Die Anzahl der in R durch das Komma abgetrennten Stellen ist gleich
der Summe der in Z und E abgetrennten Stellen"

bisweilen vereinfacht vor Augen fiihren.
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(E)+(2)=(R) z.B. (E4)+(25) = (R9) g gy (5)
oder (E)=(R)-(2) (E4)=(R9) - (25) 1,0 (4)
und  (2)=(R)-(E) (25)=(R9) - (E4) GO o G D

1,4 Negative Zahlen und dekadische Erginzungen

Grundsdtzlich konnen in Z, E und R negative Zahlen durch dekadische Ergén-
zungen dargestellt werden. Ein solches Verfahren ist jedoch bisweilen aus-
gesprochen unzweckmdBig, da die Kapazitdt der Maschine herabgesetzt wird.
Eine wahlweise Anderung der Vorzeichenregeln je nagh dem Aufgabentyp wie-
derum birgt die Gefahr der Unklarheiten in sich und filhrt zu einer H&ufung
von Vorzeichenfehlern. Um diesen und &hnlichen Gesichtspunkten Rechnung zu
tragen, sind hier bestimmte Grundsédtze beziiglich der Vorzeichen eingehalten
worden.

Die Aufgaben sind ausnahmslos so behandelt, daB im Z&hlwerk keinerlei deka-
dische Erginzungen auftreten. WeiBe Zahlen in Z bedeuten stets positive,
rote Zahlen stets negative Werte.

Im Einstellwerk diirfen negative Werte ohne Einschrinkung durch dekadische
Ergénzungen dargestellt werden, wenn irgendeine positive Zahl oder eine
Hilfseins vorausgeht. Beispielsweise ergeben

a) +1(11) und -227(1) insgesamt das Bild 0,999 999 977 3,0 ;
b) +1(11) und +227(1) insgesamt das Bild 1,000 000 022 7,0

Hingegen werden Gruppen wie

g} “SnlTl)and -227(1 )
g} =1011) und +22001);
e) -227(1)
nach dieser Anleitung nicht in E eingestellt, da die erste Zahl negatives

Vorzeichen hat. Selbstverstdndlich kann +227(1) auch allein ohne Hilfseins
in E dargestellt werden.

Die Aufgaben sind ferner stets so behandelt, daB dekadische Erg&nzungen im
Resultatwerk negative Werte charakterisieren. So ist in R

die dekadische Ergidnzung 999 921(14) stets als - 79,
dagegen 79(14) stets als + 79

aufzufassen.
Fir die Drehrichtung:

a. Gleichnamige, wirksame Vorzeichen im E- und Z-Werk: +Drehung,
b. Ungleichnamige, wirksame Vorzeichen im E- und Z-Werk: -Drehung.

Fiir die Ablesung des Z-Werkes demgemédB:

a. Positive Vorzeichen im E-Werk ergeben im Z-Werk fir
weiBe Ziffern positive Werte, } d.h. in diesem Falle gilt
rote Ziffern negative Werte. im Z-Werk die Eigenfarbe.

b. Negative Vorzeichen im E-Werk ergeben im Z-Werk fir
rote Ziffern positive Werte, } d.h. in diesem Falle ist im Z-Werk
weiBBe Ziffern negative Werte, mit der Gegenfarbe zu rechnen.

Selbstverstdndlich gelten die Vorzeichenregeln auch fiir die Divisionen so-
wohl in der additiven wie in der subtraktiven Form:

@ et
a) Additive Division: x = %; b orhxte e ® b | +Drehung
1al!
@'x" rot
b) Subtraktive Division:x =§; a=b:x = Null ® b -Drehung
g 0.0

-/4
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WURZELN

Quadratwurzeln

Das Toplersche Verfahren und verwandte Methoden

Von Professor Tdépler wurde vor Jahrzehnten ein Verfahren entwickelt, das
heute vielfach zum Quadratwurzelziehen benutzt wird. Zum besseren Ver-
stdndnis der grundsitzlichen Vorginge wird hier das Verfahren ein wenig
abgedndert dargestellt.

Wir wollen von einer Methode ausgehen, bei welcher stets
(1) e 14

ist, wenn z und r die jeweils in Z und R erscheinenden Zahlen bezeichnen.
Zu irgendeinem Zeitpunkt 1 seien

Z, = a ;
(2) €y = 2a. 4 b;
r, = al ;

wobei a und b beliebige positive Werte haben. Fiihrt man jetzt b positive
Umdrehungen durch, so erhtht sich z um b und ferner r um das Produkt
b(2a+b), so daB im Zeitpunkt 2:

(3) Bo.= 8. 4+.b

T, = a + b . (2a+h)
Durch Ausmultiplizieren der Klammer ergibt sich
(5) Lo
oder, da a® + 2ab + b2 = (a+b)? 1igt,
(6) T (a+b)?
Beim Vergleich von (3) und (6) folgt
(7) I'2 = 222.

B s OB b b Jy 2

]

Wir fassen Gleichung (1) bis (7) zu folgendem Satz zusammen:

Wenn ry = 212 ist und S 221+b in E eingestellt wird, ist nach b

+Drehungen ro = z22, und zwar unabhingig davon, wie groB8 b gewdhlt
wurde,

Dieser Satz ist die theoretische Grundlage eines Verfahrens zum Quadrat-
wurzelziehen.

Hierzu ein Beispiel:
Es soll die Quadratwurzel aus 7796,89 gezogen werden.

Kommata nach Belieben wdahlen und z.3B. 3; 5; 3+5=8 Stellen in Z; E und R
abtrennen.

b gleichfalls nach Belieben widhlen, wobei es jedoch praktigch dst, Ffiir b
Zehnerpotenzen wie 100; 10; 1; 0,1 usw, einzusetzen, da dann Kopfrechnen
fortfdllt. Wenn beispielsweise z = 0(5) ist und man b = 10 wdhlt, so hat
man nach dem soeben abgeleiteten Satz e = 2z+b = 10(5) einzustellen
(Hebel 7 auf "1" zu stellen) und b = 10(3) +Drehungen zu machen. Und so
fort. Wir fangen mit z = O an und versuchen, nach und nach die Quadrat-
zahl 7796,89(8) in R zu erzeugen:

-/5
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- 5 =

b = 10, Hebel 7 auf "1" stellen, eine +Drehung in S5,
b = 1 O’ 1" 1" 4] HBH 1" X " 1] 3
b = 1 O 5 it 3] " 11 5" i1 5 i t %
'b - 1 O’ A " " ll?ll " ) " " 5
'b = 1 O’ i 1] 1" ’!9” t 3 1 " 5
b = 10, Hebel 7 auf "1"
Hebel € auf 1" Stellen, eine +Drehung,
b = 10, Hebel 7 auf "3" stellen, eine +Drehung,
'b = 1 O 5 i n i 1 5" ] ; " 11 X
'b = 1 O, (4] 1 i i 7" t 5 " "

Bei richtiger Bedienung mu8 jetzt 170 (5) in E eingestellt sein, wahrend
90(3) in 2 und 902 = 8100(8) in R erscheinen.

Da das Quadrat 8100 gréBer ist als der Radikand 7796,89, eine -Drehung,
Schlitten in die n#chste Stellung (84) riicken und e um das letzte b ver-
ringern, d.h. Hebel 7 auf "6" zuriickstellen.

Hebel 6 auf "1" stellen, eine +Drehung,

(2] " i nan 4] n n
3 )

n 1" (3] "5" n 3] i

n L] n H7l| n

" 1" n ll9|l " : 4
Hebel 6 auf "1"
Hebel 7. auf - "7" stellen, eine +Drehung,

Hebel 6 auf "3" stellen, eine +Drehung,
" " " " 5" 3] 3 1" 1

1
1
=1
1
1
1

oo o oo
[]

Il

b
b
b

Nunmehr sind z = 89(3), e = 177(5) und r = 892 = 7921(8). Da 7921 groBer
ist als der Radikand 7796,89, eine -Drehung, Schlitten auf nichste Stellung
(S3) bringen, e um das letzte b verringern (Hebel 6 zuriick auf "6"),

uou
Ay

L}
=

(2] 1" 1 Hn7n 11 1 1
7 )

b =10, 1, Hebel 5 auf 11 stellen, eine +Drehung,
b = O’ ‘| 4 11 i " HB" 1" 5 i i1 :
b = O, 1 ) " " 4] H5" 11 3 " i

Es erscheinen z = 88,3(3) und r = 88,32 = 7796,89(s8).

Es ist also
V7796,89 = 88,3.

Die Wurzel ist hiermit gefunden.

Eine weitere bemerkenswerte Methode zur Ermittlung der Wurzel besteht darin,
von z und r = O auszugehen und durch Wahl von b = 80, dann b = 8 und schlieB-

lich b = 0,3 die Quadrate von 80; 88 und 88,3 unmittelbar nacheinander zu er-
zeugen, Hierbei muB der Rechner jeweils abschédtzen, welche b-Werte am besten
zum Ziel filhren. Obwohl diese Methode schnelleres Arbeiten erlaubt, sei aguf
ihre Wiedergabe hier verzichtet, da der Schnellrechner meist zu ausgesproche-
nen Schnellrechenverfahren greifen wird.

Beim eigentlichen Toplerverfahren, auf welches wir jetzt kommen, bleibt die
Summe z“ + r stets konstant, nidmlich gleich dem Radikanden x2 (x mbége die
gesuchte Wurzel sein):

(8) z2 + r = x2

Bei der Bedienung der Maschine muB man im Falle des Toplerverfahrens jedes-
mal vor Ausfiilhrung von b +Drehungen (b beliebig!) in Epn

(9) e = -2z - b

eingestellt haben, wobei z negativ und - 2z positiv ist, da in 7 rote Zif-
fern erscheinen. Im Falle von -Drehungen ist b negativ und -b positiv.

6
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Beim TOplerverfahren gehdrt zur Aufgabe V7796,89 die folgende Bedienungs-
vorschrift.

Die Kommata werden nach Belieben gewdhlt und mdgen 6; 5 und 6+5 = 11 Stellen
in Z; E und R abtrennen.

In R den Radikanden x2 = 7796,89 (11) einstellen.
Schlitten auf S8 riicken.
b zundchst jeweils gleich -10 wdhlen.

Hebel 7 auf "1" stellen, eine -Drehung,
i1 1] 11 1§} 3" i $ 11} 1]
1t " 1 1" 5" " 5 11 "
it i 1 "7“ 1" . 5
" 1" " ll9|l 1" -

Hebel 7 auf "1"

Hebel 8 auf "1" stellen, eine -Drehung,

Hebel 7 auf "3" stellen, eine -Drehung,

" n 1] "5" " " "
b b

11 f n "7” " n "
) »

In R erscheint eine Erginzungszahl, daher eine +Drehung, Schlitten einmal
weiterriicken (auf S7) und Hebel 7 auf "6" stellen. Jetzt sind qw

z = -80,0(6); e = 160,0(5); r = 1396,89(11),
und miissen Gleichung (8) erfiillen, die stets gilt:

(-80)2 + 1396,89 = 7796,89
b jeweils gleich - 1 wéhlen.

Hebel 6 auf "1" stellen, eine -Drehung,

1 1 i Mz n 1 "
3 ) )

(] 1 n "5” " 5 " 1] A
1" 11 " |!7H 1" . .
1" " " 119" 11} 3 s
Hebel 6 auf "v

Hebel 7 auf "7" stellen, eine -Drehung,

Hebel 6 auf "3" stellen, eine -Drehung,

n " 1 " 5" " g 1" 11 ;

n 1" " ”7" 7" 5 " 1"
Wegen der in R erschienenen Erginzungszahl eine +Drehung, Schlitten einmal
weiterriicken (auf S6) und Hebel 6 auf "6" stellen. Jetzt sind ‘i

z = -88(6); e = 176(5); r = 52,89(11)
b jeweils gleich -0,1 w&hlen,

Hebel 5 auf "1" stellen, eine -Drehung,
" " o '13" " 5 1 1

" n 1" Hwen LA " 1
5 )

Es ist 7

-88,3(6); e = 176,5(5); r = 0, woraus nach (8)
(-88,3)2 = 7796,89
oder 88,5 =V7796,89

folgt.

In Fdllen, wo Zweifel lber die TOplersche Methode bestehen sollten, gibt
Gleichung (9) Auskunft, wihrend nach Gleichung (8) jederzeit eine gewisse
Kontrolle der Zwischenresultate moglich ist.



2,12 Schnellverfahren zum Quadratwurzelziehen

Da das Toéplersche Verfahren verhdltnisméBig zeitraubend ist, sind von
Herrmann*) und verschiedenen anderen Autoren Schnellverfahren verdffentlicht
worden, welche ein besseres Arbeiten gestatten. Hier ist eine Methode ent-
wickelt, die eine gewisse Ahnlichkeit mit der von Herrmann hat.

Meistens sind die Werte der Wurzeln angendhert bekannt. Man hat einen Wert a,
der ungefiahr gleich der gesuchten Wurzel x ist.

(1) a=2X

Man stellt a in E ein und macht a positive Kurbelumdrehungen, woraufhin im
Zeitpunkt 1

i sl g i o7
(2) T = B oy 4 ki 4 Tyl W8
sind. In E ersetzt man den Faktor a bei unverdnderter Kommastellung durch Z2a
und kurbelt ohne vorherige Ldschung weiter, bis in R ein Wert nahe dem Radi-
kanden x2 erscheint.

Werden die jetzt in Z; E und R dargestellten Zahlen als zp, ep und rp bezeich-
net, dann hat die Kurbel zo-z4 Umdrehungen gemacht, wodurch in R der urspring-
liche Wert a2 um den Betrag (22—21)-23 vergréBert wurde. Oder in Form einer
Gleichung

(3) r, = a2 + (2z5-2,):2a.
2 i

Es ist iibersichtlicher, die Differenz Zp-24 kurz alsA z zu bezeichnen und
deshalb Gleichung (3) in

(4) Ty = a2 + 2a A z
umzuformen. Auf beiden Seiten der Gleichung (4) fiige man A z2 hinzu
(5) r2+A22=a2+2aAz +Az2

und hat, da a2 + 2a Az + Az2 = (a+ Az)? ist,

(6) r2+Az2=(a+Az)2.

Wegen a = 2z, (siehe Gleichung (2)) und Az = 2z, - zq (siehe die in Gleichung (4)
. eingefiihrte Abkiirzung) ist

a '+ Alzii= zy + By T g Z

Gleichung (6) ein und hat
(1) i A 72 = 222.

o und (a +Az)2 = z22. Man setzt das in

Gleichung (7) ist die Grundgleichung, auf die sich ein Schnellverfahren auf-
baut, das jetzt durch ein Beispiel erldutert wird.

Es soll Vﬁwermittelt werden, wobei bekannt ist, daB die Wurzel ungefdhr gleich
1,4 ist (x2 = 2; a = 1,4).

)

Die Kommata willkiirlich so einstellen, daB sie 6; und 6 + 6 = 12 Stellen
in Z; E und R abtrennen.

a = 1,4(6) in E einstellen (Hebel 7 und 6 auf "1" und "4" stellen)
a = 1,4(6) Kurbeldrehungen durchfiithren, (eine +Drehung in S7 und
4 +Drehungen in S6).

In R1% bis R11 erscheint a2 = 1,96(12).

]

Die in E eingestellte Zahl unter Beibehaltung der Kommastellung verdoppeln
(Hebel Tlivon M flgufa g ot G Hebel Giwon (4 guf ey rﬁcken). Weiterkurbeln,
bis r dem Wert 2 mbglichst nahe kommt.

*) Siehe Literaturverzeichnis '/8
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Es ist hier zweckmiBig, nur solange zu kurbeln, bis sich die Anzahl der Zif-
fern von z4 ungefihr verdoppelt hat. Da 1,4 zwei Ziffern hat, wird man eine
vierziffrige Zahl in Z erzeugen und erhidlt:

22 = 1,414(6); eo = 2,8(6); ro = 1,9992(12).

Nach (7) gilt exakt 1,9992 + 0,0142 = 1,4142 oder angenihert, da 1,992+0,0142
etwa gleich 2 ist, V§-2:1,414. Der grobe Wert 1,4 fithrt nach dem Verfahren
zum wesentlich genaueren Wert 1,414 fiir die Wurzel.

Zu diesem Zeitpunkt, der als Zeitpunkt 3 bezeichnet sei, konnte man das Ni-
herungsverfahren mit dem Ausgangswert 1,414 statt 1,4 wiederholen, um auf
diese Weise die Wurzel wieder genauer (gleich 1,414 213) zu finden.

Man wiirde dabei unter Beibehaltung der Kommata spater

2o = 1,414(6) in Z; ez = 2,828(6) in E; rp, = 1,999 396(12) in R

erhalten. Zu dieser BEinstellung kommt man schneller, wenn man im Zeitpunkt 3

in E die Differenz Az addiert, d.h. 2,814(6) statt 2,8(6) in E einstellt, Az
negative Umdrehungen macht (vier -Drehungen in S4 und eine -Drehung in §5)
durchftihrt, nochmals Az in E addiert, d.h. 2,828(6) statt 2,814(6) in E ein-
stellt, und Az positive Umdrehungen (eine +Drehung in S5 und vier +Drehungen

in 84) ausfiihrt. '

Kurbelt man nun weiter, um eine Zahl moéglichst nahe dem Radikanden 2 in R zu
erzeugen, hat man schlieBlich w

zz = 1,414 213(6) in Z; ez = 2,828(6) in E;
r3 = 1,999 998 364(12) in B,

weshalb nach Gleichung (7)
1,999 998 364 + 0,000 2132 = 1,414 2132 ist.

Die Wurzel aus 2 ist somit zu 1,414 bei einmaliger und zu Wadadsea s dhed inweil
maliger Anwendung des Ann&herungsverfahrens gefunden. In der Praxis liegen
die Verh&ltnisse insofern anders, als hdufig der Radikand x2 infolge einer
vorhergehenden Rechnung bereits in R vorhanden ist. Beispielsweise sei

x? = 2,0(12) in R eingestellt. Man bringt in diesem Falle 2,0(12) etwa bei
Schlittenstellung 6 mit Hilfe der Rﬁckﬁbertragungsvorrichtung nach E und
macht eine negative Kurbeldrehung, woraufhin die Ergénzungszahl von 2,0612)

in R erscheint. Nach Léschung von Z und E kann man beziliglich aller in Z und

E erscheinenden Werte das alte Verfahren unverédndert anwenden., Die R-Werte Jje-
doch sind naturgemdB um den Radikanden x2 = 2,0 erniedrigt, weshalb man beim
Weiterkurbeln nicht den Radikanden r = 2,0(12), sondern r = 0 zu erzeugen hat.

AuBerdem gilt statt Gleichung (7) die ebenfalls exakte Gleichung »
(8) o + x2 + Az2 - 222,

oder noch leichter Umformung :

(9) X=i-V222-A22—I‘2%4—.Z2

Schematische Darstellung

x =JR x =72

Erste Anndherung aq =~ x _ aq= 1,4
t) . [2,="0;0 'Z, = a, ! 0,0 11, 4! (6)
e, = a, 1 ud (6) |+Drehung
Bpu= 010 "pot ~ & 21 0,0 R, 960 (12)




2) a, "z5 = a,~x" $od "1, 414" (6)
e, = 2a, 2,8 (6) +Dreh.
a4 'r3 ~R! 1,96 " 11,9591 (12)
Wiederholung mit dem zweiten Ndherungswert
ao == X a, = 1,414
Zundchst umkurbeln auf o a22'
3a) a, la,! 414 11, 400! (6)
2a, + Az, 2,814 (6) | -Dren.
Ho! i\ i 1,9992 "1,959 804" (12)

B s e 15400 1,414 (6)
2a,+2Az, = 2a, 2,828 (6) | +Dreh.
rytulmg i nesa gt 1,959 804 "1,999 396"  (12)

Dann Wiederholung des obigen Verfahrens:
a, "zz = azpmx" 1,414, 80,414 218" (6)
2a, 2,828 (6) | +Dren.
292 vz~ R! 1,999 396 11,999998364! (12)

pste

2,2 Kubikwurzeln

Das Problem, die 3. Wurzel zu ziehen, wurde bereits auf verschiedene Arten ge-
16st. Einerseits sind die meisten exakten Methoden allzu umstdndlich, anderer-
seits lassen die Ndherungsverfahren fiir gewdhnlich keinen SchluB zu, wie genau
die Ergebnisse sind. Man kann indessen die Vorteile beider Methoden vereinigen
und Schnellverfahren anwenden, die einen klaren Uberblick iiber die GrdBe der
Restfehler geben.

Die dritte Wurzel des Radikanden xJ sei angendhert als a bekannt:
(1)
Um mit Hilfe der Anndherung a einen weit genaueren Ndherungswert zu bekommen,
multipliziere man a mit sich selbst und bringe das so erhaltene a2 durch Riick-
libertragung (mit dem GesamtlSschhebel, um gleichzeitig Z zu l6schen) von R
nach E. Dann multipliziere man a2 nochmals mit a und hat im Zeitpunkt 1

(2) 21

Hierauf a2 in E durch 3a2_ersetzen und ohne vorherige L&schung weiterkurbeln,
bis in R ein Wert nahe x? erscheint. Die jetzt in Z, E und R vorhandenen Zah-
len seien als zp, ep (= 3a2) wund ro bezeichnet.

i =N

eq = a?; ry = ad,

= a; )

Der Faktor ep = 3a2 ist also mit (22 - 2z4) multipliziert worden. Das dabei
entstandene Produkt Baz(zz—z1) wurde zu r4 addiert und ergab r,. Oder in
Form einer Gleichun

(3) Tq % 58 (22—21) = To.

-/10
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In Gleichung (3) ersetzt man z4 und r, geméB Gleichung (2) durch a und a5 und
hat

(4) ad + 3a2 (z5-a) = 15

oder, wenn auf beiden Seiten der Gleichung (4) die Glieder Ba(zz-a)2 und
(z5-a)3 addiert werden,

(5) a1 5 Baz (zz—a) + Ba(zz—a)2 + (22—3)3 = Ty + Ba(zz- a)2 + (zz—a)B.

Die linke Seite von Gleichung (5) ist, wie man sofort sieht, der Kubus von
a + (zz—a) oder noch kiirzer der Kubus von zo:

(6) Zpo= To + 5a(zz—a)2 + (z5-a)3.

In Gleichung (6) lassen sich die beiden letzten Glieder noch zusammenfassen,
da sie den gemeinsamen Faktor (zz—a)2 haben:

7 . z23= o {Ba + (z2—a)] . (22-a)2.

Dies ist die wichtigste Gleichung zum Kubikwurzelziehen.
Hierzu ein Beispiel. ‘
Es soll die Kubikwurzel aus 50 gezogen werden; sie ist angenéhert alasls, 68
bekannt.

xJ = 50; a = 3,68.
Die Stellung der Kommata nach Gutdunken festlegen, wobei natiirlich stets die "
Kommaregel zu beachten ist; a = 3,68(3) in E einstellen und mit z = 3,68(4) =a
multiplizieren; R-zeigt dann a® = 13,5424(7).

[NSH [ o> B |

In 81 a2 mit Hilfe der Riickiibertragungseinrichtung nach E libertragen und drei
+Drehungen durchfiihren. Nach Loschung von Z sind

2= 0(0); e =13 =13,5424(7) = 82; 1 = 40,6272(7) = 3e2.

Nach Multiplikation mit z = 3,68(10) in S11 bis S9 erscheint zusétzlich
r = 49,83%6 032(17) = al.

Es handelt sich jetzt darum, den in R9 bis R4 gespeicherten Faktor 3a2 =

40 6272(7) nach E zu ibertragen, ohne daB z = 3,68(10) und r = 49,836 032 (17)
geldscht werden. Dies geschieht nach Einstellung auf partielle Loschung durch
Riickiibertragung, also Betédtigung des E-L&schhebels und des R-L&schhebels in
Schlittenstellung S1. Diese Riickiibertragung darf nur in Schlittenstellung 1
vorgenommen werden, weil in E das Komma im Falle e = 3a2 genau so viel Stellen
abtrennen muB wie im Falle e = a2, Hieraus 148t sich die Regel ableiten, daB
die Riickiibertragung von 3%a  nach E nur in derjenigen Schlittenstellung erfol-
gen darf, in welcher die drei +Drehungen erfolgten. Jetzt sind :

z = 3,68(10) = a; e = 40,6272(7) = 3a2; r = 49,836 032(17) = al. ‘

Weiterkurbeln, bis r sich dem Wert des Radikanden 50 nihert. Hierbei ist es
wieder zweckmiBig, nur solange zu kurbeln, bis sich die Stellenzahl von 24
ungefdhr verdoppelt hat. Da zq = 3,68(10) nur drei Stellen hat, zp also mit
sechs Stellen einkurbeln.

Bei Tp = 49,999 759 616(17) und zp = 2, 6840%(10) kommt man dem Radikanden 50
sehr nahe und hat, wenn man in Gleichung (7) die Zahlen dieses Beispiels ein-
setzt,

3,684035 = 49,999 759 616 + (3.3.68+0,00403)-0,00403%.

Man erkennt, daB die rechte Seite der Gleichung angendhert gleich dem Radikan-
den 50 ist und daher

3,68403% == 50

oder 3

3,68403 == Y50.



2

A P

Schematische Darstellung

e A o

Erste Anndherung a,m~=x a, = 3,68

1a) Berechnung von riE a?
0,0 la! 0,0 1%,68! (4)
a 3,68 (3)
0,0 s 0,0 | Migndeat i {{)

b) Berechnung von r} 3a2 im rechten Teil von R

ghn'g e () R 0% 3 (0)
o1 -/a%/ /13, 5424/ (7)
s1| /0,0/13a2! g1 4.0, 0/ "0, 6272 Lir

i

¢) Berechnung von T, a’ im linken Teil von R

0,0 24 = a! 0,0 ¥3,681 (10) (0)

e, = a2 13,5424 &)

0,0...3%a2 "35=r1"...5a2 s11-9| ="49,836032"...40,6272 (17) (1)

Riicklibertragung (partiell!) von 3a2 = e, nach E in $1

2) Unmkurbeln von r, = a2 in 1, =~ R =~ Zy2
z, = a, "zy~x" 3,68 = a "3,68403" (10)
0 5 tuu I8 /40,6272/ = 3a2 (7)
B = ad ! r,~R! $8-6| 49,836032.../0,0/ 149,999759616% (17)

Finfte und hohere Wurzeln

Da in der Praxis 5. und hohere Wurzeln selten sind, werden sie nur kurz ge-
streift.

Wenn x die n-te Wurzel aus A ist, erhdlt man x durch Aufldsung der Gleichung
n-ten Grades

b o LRI W O

Die Behandlung von derartigen Gleichungen geht aus spédteren Kapiteln hervor.
Ein noch besseres Verfahren ergibt sich aus dem Satz: '"Wenn das Produkt vonn
annihernd gleichen Faktoren gleich A ist, so ist die n-te Wurzel aus A ange-
nighert gleich dem algebraischen Mittel der Faktoren."

Bei Anwendung dieses Satzes folgt aus einer 1.Anndherung a, eine zweite An-
nédherung ap nach der Formel

(n—1)a1 o —— e n




el oz

die besonders dann sehr gute Resultate liefert, wenn aq dem wahren Wert der
Wurzel ziemlich nahe ist.

DAS TABELLIEREN ALGEBRAISCHER FUNKTIONEN

Das Tabellieren algebraischer Funktionen aus dem Argument

Vielfach so0ll bei Funktionen der Form

m m-1
FE2g X o8 X el e S e el o o B Sl CRIE S TR S
m m-1 i 0

97 y = a;x3 + a,x2 + a4x + a y = 1,3x3 - 1,272 + 0,75%3x

O 5

y fir verschiedene Werte bestimmt werden. Solche Aufgaben lassen sich ohne
Zwischennotierungen und ohne fortwihrende Anderung der Kommastellung l&sen.

In Gleichung (1) sei x = 3,7 gegeben. Zur Berechnung von y empfiehlt sich das
folgende Verfahren. Durch beliebig gewdhlte Kommata Bk b8 EB = il 2 8sellilan in
Z; E; R abtrennen. Wenn jetzt der im Zihlwerk angebrachte Stellenanzeiger die
Einer des Zihlwerks anzeigt, befindet sich der Schlitten in Stellung 9. In
dieser Stellung 9 werden im Verlauf des Rechnungsganges Additionen, Subtrak-
tionen und Riickiibertragungen vorgenommen.

e = az = 1,3(5) mit z = x = 3,7(8) multiplizieren und e = ao = 1,27(5) mit‘y‘
Hilfe einer in S9 durchgefiihrten -Drehung subtrahieren. Das hierauf erschiene-
ner=1,3 - 1,27 = 3,54(13) in S9 nach E riickiibertragen, e = 2, 54(5) b

Z = X = 3,7(8) multiplizieren, dazu e = aq = 0,753(5) durch eine +Drehung in
59 addieren. Nach in S9 vorgenommener Rickiibertragung von r = 1,3x%- Ti2ixi+
Q, F5% = 15,851(15) nach E und nach Multiplikation von e = 13,851(13) mit

z =x = 3,7(8) erscheint

r = 1,3x3 - 1,27x2 + 0,753x = 51,2487(13) = y.
Die Aufgabe ist hiermit geldst.

Wenn sich negative Zahlen hiufen, besteht beziiglich der Vorzeichen die Gefahr
der Unilibersichtlichkeit. In diesem Falle ist es ratsam, in Abweichung von Ab-
schnitt 1,4 auch in E gegebenenfalls mit Ergédnzungszahlen zu arbeiten, wie
sich am Beispiel x = - 3,7 am besten zeigt: '

e =az=1,3(5) mit 2 = x = -3,7(8) multiplizieren, also 4 -Drehungen in S9
und 3 +Drehungen in S8 ausfiihren. ap = 1,27(5) in E einstellen, in S9 eine

-Drehung. Das hierauf erschienene r = 9999 993,92(13), welches 1,3x -1,27 =

- 6,08 darstellt, in S9 nach E rickiibertragen und mit z = x = - 3,7(8) mulii‘
tiplizieren, dann e = aq = O,753(5) addieren. Wenn die 3 in R 20*) auf 0
zuriickgestellt ist, ergibt sich r = 1,3x2 - 1,27x + 0,753 = 23,249(13).

In 89 Riickiibertragung durchfiihren und e = 23,249(5) mit z = x = —3,7(8)
multiplizieren. In R erscheint 9999913,9787(13), woraus

y = 1,3x5 - 1,27x2 + 0,753 = 9 999 913,9787 - 10 000 000 = -86,021%
folgt:

*¥) In der - nicht vorhandenen - Stelle R21 wiirde eine "6" stehen und zusam-
men mit der 3 in R20 den Multiplikator x = -3,7 darstellen entsprechend
der in der - ebenfalls nicht vorhandenen - Stelle E 13 durch die Neuner-
briicke dargestellten "Z&hleins".
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3,12 Ein zweites Verfahren unter Verwendung der Speicherung in R4.

NH+W..N

00 s 0,0 10,1550 oK)
X Sl (1)
ao "ao + ag.x" 0,0 "2, 7861" A7)
0,0 tx! 0,0 £, 71 (1)
x 57 (7)
(e, 8, 3] (12w 2,7861 ;.. "15,69" (8)
0,0 lap! 0,0 = -1,27V Tot » (40
/%2/ /13,69/ (7)
(e +raax) =1 /0.0 2 b o 10,0/ (17)
"ap + aq.X + ap.x2" "985, 3998"

0,0 ' x! 0,0 13, 7! (1)
x2 13,69 c
(g + aq.x + ay.x2) .1, "xdn 985,3998 .!. "50,653" (8)
0,0 tag! 0,0 11,51 (10)
/x3/ /50, 653/ (7)
(8g +78qix + 8,.x2) ¢1. /0.0/ 985,3998 ... 0.8/ " (T
=Amo +a,.x + mm.xm + mu.xwv= "51,2487"

+Dreh.

+Dreh.

-Dreh.

+Dreh.

+Dreh.

X[ = 501

0,0 10, 753! (10)(1)
75 w.w\ A.Nv
0,0 "997,2139" (17)(8)
0,0 = o (1)
= w..w A.Nv
997,2139 .!. "13,69" (8)
0,0 - i1, 07 (10)
+ /13,69/ (7)
997,2139 .!. /0,0/ (17)
"979,8276" <

0,0 ¥ 2 7 (1)
+ 13,69 (7)
979,8276 .!. "-50,653" (8)
0,0 11, 3! (10)
- /50, 653/ (7)
979,8276 .!. /0,0/ %

"913,9787"

-Dreh.

+Dreh.

-Dreh.

+Dreh.

-Dreh.
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2 Das Tabellieren algebraischer Funktionen
aus den hoheren Differenzen n - m.

Hat man - etwa nach dem eben beschriebenen, Verfahren - aus einer Gleichung nten

Grades eine Anzahl von mindestens n+l Funktionswerten aufeinanderfolgender Ar-
gumente gleichen Abstandes errechnet, so kann man zur Berechnung der folgenden
oder vorhergehenden Funktionswerte das hierunter beschriebene Verfahren anwenden.

Als Beispiel diene die Funktion dritten Grades

P ko R i S i B o

welcher die Wertetabelle

X1 il 015 ) y1 T 074 3 X6 = 3)0 3 yé = 54374 3
X2 o 1)0 3 y2 = 19:4 ) X7 < 5)5 ; y7 = 855)4 ;
X3l= 109 ; yB i 69’4 ) X8 = 4,0 ) y8 = 1267)4 )
Tir 2,0 5 ¥ = 16,2 5 X = B0 Fgies 17953 2%
X5 = 2)5 3 y5 o 517’6 H X1O =.5,0 3 Y1o & 2446)6

entspricht. Unter der hier erfiillten Voraussetzung, daf die x-Werte gleiche

Abstande haben, also X =Xy = Xo=Xa &0 oisole s = x,,.-X, ist, pflegt man die Aus-
N 2F e 2 108 eY

driicke

....... als erste Differenzen

(y3-55)-(y,-7,) = y3-27,47,
(Y4’y3)“(y3-y2) = Y4“2y3+y2
........................... als zweite Differenzen,

(y10_y9)-(y9-y8)=y1O—2y9+y8

(7,-253+75)=(33-27,+74) = 3,-3¥35+37,-7,
(y5-254+¥3)-(y,-253+7,) = ¥5-35,+375-7,
....................................... als dritte Differenzen,

.(y1O_2y9+y8)_(y9—2y8+y7>=y1O-3y9+3y8—y7

Y5=4Y 4 +653-47 57
Vg~ 475167, -473+7 5
................. als vierte Differenzen

Yq0-4Yg+6yg-4y7%¥¢

zu bezeichnen und so fort. Die bei diesen Differenzausdriicken auftretenden

Beizahlen

/
/16



1 = 1
1 -3 3 41
1 g 6 g 1
1 -5 10 -10 5 e
1 -6 15 Log 15 4 1

ergeben das bekannte Pascalsche Dreieck, allerdings mit alternierenden Vor-
zeichen.

Es gilt nun:

In linearen Funktionen sind alle zweiten und hdheren Differenzen gleich O,
in quadratischen Funktionen alle dritten und hdheren Differenzen,

in Funktionen dritten Grades alle vierten und hdheren Differenzen,

in Funktionen n-ten Grades alle (n+l)ten und hdheren Differenzen.

In der eingangs erwihnten kubischen Funktion miissen daher alle vierten Diffe-
renzen gleich O sein, d.h.

G, 4 - 4.19,4 + €.609.0' &0 160, 2% 51746 = 0 (1%
19,4 - 4.69. 4+ 6. 1642 4L317,6 % 543,4 = O (2
543,4 - 4.855,4 + 6.1267,4 - 4.1793,2 + 2446,6 = 0 (3)
Es missen in der kubischen Funktion auch fiinfte Differenzen gleich O sein,also
Oudivie 5519+ 0L80, 4 =1 105164, 2% 5.317,6 =543, 4 =20 (4)

und so fort.

Sind von den fiinf Funktionswerten 0,4; 19,4; 69,4; 164,2; 317,6 der Gleichung
(1) vier gegeben, so kann man Gleichung (1) dazu benutzen, um den fiinften
(noch unbekannten) Funktionswert zu bestimmen. Etwa

0,4 = 41904 = 6.66,4 4 4. 964.2 & 1317,6 (5)
317,6 = 4.164,2 - 6.69,4 + 4.19,4 - 0,4 (6)
1

In Gleichung (5) ist der Wert 0,4 aus den vier folgenden ermittelt, in Glei-
chung (6) der Wert 317,6 aus den vier vorhergehenden.

Sind y4; ¥y2; ¥3; Y4 8&egeben, so vermag man durch wiederholte Anwendung des
durch Gleichung (6) dargestellten Verfahrens, welches jeweils zum nidchsten
Wert fiihrt, nacheinander Yy5; ¥6; ¥7 usw. :zu finden. Sind jedoch yqq; Y95 ¥a;

Y- gegeben, so vermag man durch wiederholte Anwendung der Gleichung (5) nach-
eZnander Y¢; Ye; ¥, und jeden weiteren vorhergehenden Funktionswert zu finden.
Man bekomm scglieﬁlich wieder die Wertetabelle.

Die Tatsache, daB analog zu Gleichung (1) bis (4) jeweils hdhere Differenzen
gleich O sind, 148t sich stets dazu benutzen, Folgen von Funktionswerten zu
errechnen. Allgemein wird man jedoch bei allen Methoden alsbald nach Méglich-
keiten Ausschau halten, um die erhaltenen Resultate zu kontrollieren.

Vas die Kontrolle anbelangt, so bedeutet die Bildung hdherer Differenzen eine
sehr groBe Zeitersparnis. Beispielsweise habe man nach irgendeiner Methode
fir die Funktion 5. Grades

y = 5X5 = O,7X4 - 2,3}(3 = 1,7x2 + 2,2x 4% 1,4
die Wertetabelle

B & G x e 6554 =0 Yg = 21877,4
Xyi= 5 g iFp ey 8602, 9 g = T ¥ o dited .y
2 St iy e w 2728,6 b I S 94169, 4
Xy = 5 gaie 8609, 9

gefunden.

-/17

L

‘\



g, il

Man kann dann sieben Resultate (hier y4 bis y7) mit einer einzigen Gleichung
kontrollieren. Denn die sechste Differenz

yq - 6yo + i 20y4 + 15y5 - byg + y7

muB gleich O sein, da es sich um eine Funktion 5.Grades handelt. Der Rechen-
vorteil besteht darin, daB sich alle Zweitrechnungen eriibrigen, die sonst zur
Fehlerausschaltung unvermeidlich sind.

Bei der Durchfiihrung der Aufgabe, die Differenz
Jq = Bya 197z 20y, ¥ oy = 6yg + Y7

zu bilden, ist es am zweckmiBigsten, die y-Werte in E einzustellen und dann
+1; -6; -20; +5; -6; +1 Kurbelumdrehungen zu machen. Dieses Verfahren hat den
Vorteil, daB dann, wenn keinerlei Zwischenldschungen von 2 erfolgen, nachein-
ander

Z1=1
Z2=1"'6=—5
23=1-—6+15=+1O
zy =1 = 6% 15 =20 =10
o e 6 4w 15 =20 ¢ 15 = + 5
z6=1-6+15-20+15—6=-1
z7 LB e 1R 220 15 = 6 + 1 =0
erscheinen. Dabei entspricht die Zahlenfolge 1; -5; +10; -10; +5; -1 einer

Querreihe des Pascalschen Dreiecks und ist bei h&ufiger Anwendung sehr geldufig.

Nach diesem Verfahren, nidmlich jeweils soviel Kurbeldrehungen durchzufiihren,
wie den Beizahlen entspricht, und dabei die ZwischenlOschungen von Z zu unter-
lassen, gewinnt der Maschinenrechner alsbald einen klaren Uberblick und ist
bald in der Lage, alle Rechenfehler zu vermeiden.

Entsprechendes gilt fiir alle iibrigen Differenzausdriicke.

GLEICHUNGEN MIT EINER UNBEKANNTEN

Regeldetri-Aufgaben

Fiir die folgende einfache Methode ist es wichtig, 2zwei Gruppen von Regeldetri-
Aufgaben zu unterscheiden, némlich 1) die der Proportionalitdt und 2) die der
umgekehrten Proportionalitdt. Die Unterscheidung der beiden Gruppen ergibt
sich aus den Beispielen, die hier aufgefiihrt sind.

Gruppe der Proportionalitét

Beispiel: 12 g Kohlenstoff (c) geben bei Verbrennung 44 g Kohlendioxyd (a),
1642 12 " (b) " wieviel g Kohlendioxyd?
Man bringt den Schlitten auf S8, stellt ¢ = 12(10) und a = 44(0) in E ein und
macht eine +Drehung. Es erscheinen 12(17) und 44(7) in R; durch Kommata 17 und
7 Stellen in R abtrennen. Nach einer weiteren +Drehung liest man aus R ab, daB
24(17) g Kohlenstoff bei Verbrennung 88(7) g Kohlendioxyd geben. Da diese Aus-
sage richtig ist, handelt es sich um eine Aufgabe vom Typ 1), Gruppe der Pro-
portionalitdt. Man kurbelt jetzt, bis b = 16,2(17) in R erscheint, und liest
gleichfalls aus R das Endergebnis ab:

16,2(17) g Kohlenstoff geben 59,4(7) g Kohlendioxyd.
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Schematische Darstellung:

S

10,0 "(b/o)" 0,0 s R (7)
g a g 44 (10) (o)
0,0 !Db! nxh S9 0,0 b, 21 L eng S T

Gruppe der umgekehrten Proportionalitidt

Die Kommata in E

3 Arbeiter (c
5 Arbeiter (c

und R konnen beibehalten werden. Aufgabe:

f) brauchen 10 Tage (¢ = g), um einen Graben auszuheben,

h) brauchen wieviel Tage?

Wirde man entsprechend dem Ansatz "3 Arbeiter brauchen 10 Tage" f = 3(10)
und g = 10(0) in E einstellen, so erschienen nach zwei +Drehungen in S8
in R ry = 6(17) und r, = 20(7) und fihrten zu der Aussage "6 Arbeiter brau-

chen 20 Tage", die falsch ist, da 6 Arbeiter nur 5 Tage brauchen. Daher
handelt es sich hier um Typ 2), Gruppe der umgekehrten Proportionalitét.

In der zweiten Zeile des Ansatzes ist die Zahl der Arbeiter zu h = 5 angege-
ben und bekannt, wdhrend die Zahl der Tage unbekannt ist. Man vertauscht
jetzt die bekannten Zahlen der Arbeiter f = 3 und h = 5 und hat das Schema

f = 3(10) in E durch h = 5(10) ersetzt; R ldschen. Kurbeln, bis durch e =

5(10) = h die Zahl r = 3(17) = £ (statt 5(17) = h) erzeugt ist. Das ist
der Fall nach sechs + Drehungen in S7. Es ist jetzt

e; = 5(10) = h e. = 10(0) = ¢

rp = 3(17) = f rp = 6(7) = x
Das Endergebnis wird diagonal abgelesen:

3 Arbeiter brauchen 10 Tage,

5 Arbeiter brauchen 6 Tage.
Schematische Darstellung:

nf/hn 0,0 no’6n (7)

By g 5,0 10 (10) (0)
0,0 1£1 nx S6 0,0 13,0t e O ) ()

Quadratische Gleichungen

Analog zum Toplerverfahren lassen sich quadratische Gleichungen mit Hilfe
der BRUNSVIGA 20 in einem Rechnungsgang l10sen, sofern sie in der Normal-
form

(1) x4

vorliegen und die Buchstaben m und n zahlenmdBig bekannt sind.Dieser Ge-
danke ist vom Verfasser Ende 1948 ausgearbeitet und zu einem Verfahren ent-
wickelt worden. Ein dhnliches Verfahren wurde zu gleicher Zeit und unabhin-
gig von Herrn W. Faber entwickelt. Es ist in der Zeitschrift "Vermessungs-
technische Rundschau, Zeitschrift filir Vermessungswesen', 11.Jahrgang, Heft 9
Oktober 1949, Seite 129 bis 132 verdffentlicht.

+ mx + n .= 0

Bei dem hier beschriebenen Verfahren werden die Operationen so geleitet,
daB das R-Werk stets

(2)

zeigt.

r=z2+mz+n
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Wenn nach einigem Suchen angendhert

() r=0

erreicht ist, gilt wegen Gleichung (2) und (3) angenihert
(4) z2 + mz +n = O

-

oder wegen Gleichung (1) und (4)
(5) Xy = 2,
d.h. x4, die erste Wurzel der Gleichung, erscheint in Z.

Die Forderung (2) ist erfiillt, wenn man

1) vor Inangriffnahme der Aufgabe in R die Konstante n einstellt und
2) jedesmal vor Ausfiihrung vor Az +Drehungen

(6) e =2z +m+ Az
im Einstellwerk einstellt. Dabei ist Az beliebig widhlbar.*)

Wegen gewisser Schwierigkeiten, die dann auftreten, wenn die Summe 2z + m + Az
negativ ist, ist es empfehlenswert, stets mit einer Hilfseins zu arbeiten, wie
am besten durch das Zahlenbeispiel

(1) x2 + 12,1x - 95043,12 = O

erldutert wird.

Zwecks Losung von Gleichung (7) den Absolutbetrag
/n/ = 95043,12(4) in E einstellen.

Eine -Drehung in S4. In R erscheint die Ergédnzungszahl 9 999 999 904 956,88(7),
die n = - 95045,12(7) darstellt. Entsprechend der in Abschnitt 1,4 erwdhnten
Vorzeichenregel ist es ndmlich vorteilhaft, so zu arbeiten, daB in R negative
Werte durch Ergidnzungszahlen charakterisiert werden. E und Z 1ldschen,

m= 12,1(4) in E einstellen. Nach Kommaregel in Z 7 - 4 = 3 Stellen abtrennen.
Eine Hilfseins einstellen. (Irgendeinen Hebel, etwa Hebel 12, auf 1 stellen.
Darauf folgt ein weiteres, 11 Stellen abtrennendes Komma, welches der Hilfs-
eins den Wert 1,0(11) gibt. Nach Kommaregel in R ein weiteres Komma einstel-
len, das 11 + 3 = 14 Stellen abtrennt.)

Obwohl Az theoretisch beliebig gewZhlt werden darf, wird man wie beim Topler-
verfahren Az gleich 100; 10; 1; 0,1; 0,01 oder einer sonstigen Zehnerpotenz

machen, weil man sich beim Einstellen der Hebel Kopfrechnen spart. Wir setzen
beim ersten Mal willkiirlich Az = 100 und miissen zu dem Zweck auBer der Hilfs-

eins nach Gleichung (6)
2z + m + Az = 112,1(4) = 0 + 12,1 + 100,0

in E einstellen und 4z = 100 (3) +Drehungen (eine +Drehung in S6) machen.
Jetzt sind

z = 100(3)
o1 i 1011 Y er = 112,1(4) ;
ry = 100(14) T it FO BRI OLT )

wobei ry + r, das Bild 99,9916166,88 ergeben.

%) Gleichung (6) geht fiir m = 0 (und n = 0) iiber in die auf S4, Gleichung (2)
fiir den Einstellwert e; = 2a+b angegebene Gleichung mit a = z und b = Az.
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Nach Gleichung (2) sind z und ry durch die Beziehung

=85 855,12 = 1002 + 12,1.100 - 95043,12 verkniipft. D.h., wenn in Gleichung (7)
x gleich 100 w&dre, wiirde x2 + 12,1x - 9504%,12 nicht gleich Null, sondern
gleich -83 833,12 sein.

Az wird zwar, wie bereits gesagt, beliebig gew&hlt. Wir wollen es aber wie
beim Toplerverfahren nach und nach kleiner werden lassen und, nachdem wir nach
Gutdiinken mit 4z = 100 anfingen, mit Az = 10; 1; 0,1 usw. fortfahren, bis

schlieBlich das Ziel, r, gleich O werden zu lassen, moglichst weitgehend er-
reicht ist:

8z = 100; Hebel 7 auf "3"; eine +Drehung.
Az = 100; Hebel 7 auf "5"; eine +Drehung.
Az = 100; Hebel 7 auf "7"; eine +Drehung.

Bei der letzten +Drehung ist die Neunerbriicke von R16 bis R13 verschwunden
und hat einer Reihe von Nullen Platz gemacht. Es ist also r, positiv geworden

Wegen dieses Vorzeichenwechsels von r, widhlen wir nacheinander Az = - 100 und
bz = + 10:
Az = - 100; In Gleichung (6) wiirde 2z + m auf 812,1 und die Hinzu-
fligung von Az = - 100 wieder auf den bereits eingestell-

ten Wert 712,11 filhren; also ohne Umstellung:
eine -Drehung.

Az = + 10; Hebel 7 auf "6"; (das letzte Az = - 100) Hebel 6 auf "2v,;
Schlitten in S5; eine +Drehung.

r ist bei der letzten Kurbeldrehung wieder positiv geworden, daher Az = - 10
und dann gleich + 1 setzen.
bz - 10; eine -Drehung

82 = 4.7 : Hebelubiauf h1hs

Hebel 5 auf "3"; Schlitten in S4; dann eine +Drehung.
Az = 1; Hebel 5 auf "5"; eine +Drehung.
Lz = 1; Hebel 5 auf "7"; eine +Drehung.

Weil bei der letzten +Drehung ry positiv wurde, 4z gleich - 1 und dann gleich
+ 0,1 setzen:

b8z = - 1; eine -Drehung
2= + 0,1; Hebel 5 auf "6";
Hebel 4 auf "2"; Schlitten in S3, dann eine +Drehung.
8z = 0,1; Hebel 4 auf "4"; eine +Drehung.
Az = 0,1; Hebel 4 auf "6"; eine +Drehung.
In der jetzt erreichten Einstellung

2 = 302,3(3);

e; = 1(11) er = 616,6(4);

r) = 302,3(14) T, & 0

ist r, wie gewiinscht, gleich 0. Nach Gleichung (2) #its
302,32 + 12,1.302,3 -95043,12 = 0,
weshalb die erste Wurzel der Gleichung (7)

= \
x, = 302,53
ist. %o, die zweite Wurzel der Gleichung (7), 14Bt sich leicht finden. Man

flige das letzte Az, das gleich 0,1 war, zum letzten e, hinzu und ziehe diese
Summe von ry ab. Man erhdlt so

X, = 302,3 - (616,6 + 0,1) = - 314,4.

Dies 1&4Bt sich, wie folgt begriinden: Da zu Beginn der Aufgabe e, = m einge-

stellt wurde, ist wdhrend des ganzen Rechenganges nach Hinzufiligung des letzten
bz in Ep stets (2,+m) eingestellt.

“



S Sein

Da nunmehr 2z

(8) €r
Andererseits gilt nach dem Vietaschen Wurzelsatz

i

x1 18t ilbe

2x1 + m.

(9) b 3 il e A Bl

Nach Eliminierung von m folgh aus Gleichung (8) und (9)

(10) Xo = Xq - en.

Xo = =314,4 ist auch mit der Maschine leicht zu bekommen, wenn zwecks Addition
des letzten Az zu ey, Hebel 4 auf "T" gestellt wird und zwecks Bildung der Dif-
ferenz xq - (4z + ey) eine -Drehung in S11 erfolgt. Dann erscheint die Ergén-
zungszahl 999 685,6{14) in R, die xo = -314,4 darstellt.

Um 999 685,6(14) in die dekadische Erginzung 314,4(14) umzuwandeln, kann man
999 685,6(14) durch die Riickiibertragungsvorrichtung in S11 nach E bringen, um
nach einer -Drehung

~xp = 314,4(14)

zu erhalten, Das ist gleichbedeutend mit

Xy = - 314,4(14).

Die Kontrolle der beiden Ergebnisse fiir xq und x, ist sehr leicht nach dem
Vieta'schen Wurzelsatz durchfiihrbar, da nach diesem das Produkt

¢t} X, - Xp ='n
oder im vorliegenden Beispiel

302,3 . (-314,4) = - 95043,12
ist.

Unter Beachtung von Gleichung (6) 14Bt sich, wenn stets mit einer Hilfseins
gearbeitet wird, jede quadratische Gleichung ldsen, die reelle Wurzeln hat.

Es ist nur die Frage der Vorzeichen zu kliren, am besten wie in Abschnitt 1,4,
woraus sich vier Regeln ableiten lassen:

1) Einem positiven Az entsprechen positive, einem negativen Az negative Kurbel-
umdrehungen,

2) Sofern man sorgfaltig das Auftreten von dekadischen Ergédnzungen in Z ver-
_meidet, d.h. sofern nach Ldschung von Z der Drehsinn der ersten Kurbel-
umdrehung richtig gewidhlt wird, bedeuten weiBe Zahlen in Z positive, rote
Zahlen negative Werte.

3) In Ep ist jeweils die Summe von ej und e, einzustellen. Beispielsweise er-

geben die Hilfseins e] = 1(11) und ep = 2z + m + 8z = - 27(4) insgesamt
das Bild 0,9999973,0000 in E. ,
4) In R erscheint die Summe von rjy und Tp. So geben die Werte r; = - 32(15) und

ryr = - 11,3(4) das Bild 99967,99999999988,7000 in R.

Schematische Darstellung:

I. Einstellen der Beiwerte Einstellen von n = - 95045, 12
0,0 Ll et £5)
95043,12 (4) | -Dreh.
S6 [ 0,0 "9999999904956,88" (T7)
ITI. Ausrechnung: Im Beispiel sind die Rechenginge, die

Nulldurchginge hervorrufen und daher
sofort wieder zuriickgenommen werden,
fortgelassen.
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1) Bzq bis bzz = + 100

1) [24=0,0 ! zo=4z4! 0,0 #100,0" (3)
17,0 ...eq1=0,0+m+dz4 1,0...112,1(=12, 1+100) (104}
r1="25"...!ro=7,%+m. z0+n! S6 |= 199,9916166,88  (14)(7)

2) [z "zz=2p+bz)" 2) [100,0 W00 10 (3)
1,0...e0=22,+m+bz, 1,0...312,1(=200+12,1+100)(11)(4)
255 s 00 !“23"...!r5=252+m-23+n! 86 [ 1199,9947376,88! (14)(7)
s b Hin 3) [200,0 1200, 0" (3)

1,0...512,1(=400+12,1+4100)(11)(4)

s6 1299,9998586,88! _ (14)(7)

4) AZ4 bis A25 =+ 1,0

200, 0 010" (3)
1,0...613,1(=600+12,1+1) (11)(4)
S4 |= 1300,9999199,98! . (14)(7)
513000 L re0e. O (3)
1,0...615,1(=602+12,1+1) (11)(4)
84 = 1301,9999815,08! (14)(7)
6) bzg bia bzg = + 0,1
302,0 1302, 10 (3)
1,0...616,2(=604,0+12,1+0,1) (11)(4)
S3 = 1302,0999876, 70! (14)(7)
Tai502,d SO0, Bn (3)
1,0...616,4(=604,2+12,1+0,1) (11)(4)
83 1502,19909958, 541 14)(17)
i3 2y "zy+hzy = xq" 8) [302,2 #3025 (3)
1,0...e5 = 22;+m+8z; 1,0...616,6(=604,4+12,1+0,1) (11)(4)
1+. Pi=2i%+m.z3+n  1=0,0! S3 |= 1302, 300 0000,00! (14)(7)
III. 1) Errechnen von Xo
b1 0! 0,0 11,01 im0 (10)
2x4+m=224 +m+282 3 -Dreh. 0,0...616,7(=604,4+12,1+0,2) (4) -Dreh.
BRI T 2111502,5 " 1999 689 e (14)

2) Umwandeln eines negativen x, in die absolute Zahl

0,0 11,00 rot (10)
999, 6856/ (4) | -Dreh.
s11 |/Q, 0/ "X, = 514,47 T14)
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® Gleichungen hdheren Grades und transzendente Gleichungen

21 Interpolationsmethode

Die an sich recht einfache Interpolationsmethode verlangt etwas Geschicklich-
keit, sobald es sich darum handelt, auf sclmellem Wege zu Ergebnissen zu kom-
men und Umwege 2zu vermeiden. An einem Beispiel x> + bx? = ¢ mit b = 3 und

¢ = Siitalse

(1) X4 4 335 = 9

wird gezeigt, wie das Ziel der schnellen Berechnung zu erreichen ist.

Im Falle Xy 1 wdre die Funktion x13 + 3x12, die kurz mit y¢ bezeichnet
werde, gleich +4.

Im Falle Xo = 2 wére Yo = x23 + 5x22 = + 20. Demnach wird eine LOsung der
Gleichung etwa bei x3 = 1,1 liegen. Man macht mit xz = 1,1 eine Probe:

Kommata nach Belieben. 3; 6; %+6 = 9 Stellen in Z; E; R abtrennen. Probewert
X3 = Sl 1(6) in E elnstellen Mit 'z =1, 0(3) multlpllzleren, E 10schen.

b = 3,0(6) in E einstellen. Das 1(3)-fache von e zu r addieren, (eine +Drehung
in 84). Bs ist v = x3 4 3 =4,1(9).

Nach Ruckubertra ung in S4 (Stellenzeiger iiber den Einern in 2) wird e = 4,1(6).
Mit xz = z 1(3) multiplizieren, dann ist r = 4,51(9) = 32+ 3x3. Nach
Rﬁckﬁbertragung in 84 wird e = 4,51(6). Mit xz = z = 1,1(3) multiplizieren.
In R erscheint x53 + 3X32 = 4,961(9) .

Der Losung y = 5 kommen am nichsten g = 4,961 und ¥4 = 4. Ihnen wird X3 = Aoy

und = = zugeordnet:

(3) Xz = 1,1; y3 = 4,961,

Hieraus folgen die DifferenzenA:x51 = Xz-X4 und”Ay31 it T
(4) Sarxy =0T e i @,961

Kommata neu einstellen und im Zihlwerk 6 Stellen, im Einstellwerk 12 bzw.
3 Stellen, im Resultatwerk 12 + 6 = 18 bzw. 3 + 6 = 9 Stellen abtrennen.

Indem die linke Seite von E und R filir x-Koordinaten, die rechte fiir y-Koordi-
naten benutzt wird, nach Loschung von E die Koordinaten eines der Wertepaare
nach Gleichung (2) oder (3) in R und die Differenzen nach Gleichung (4) in E
einstellen:
i
I

0,1(12)
1,1(18)

]
]
]

Xz -X3; €r 0’961(3)
£y r. = 4,961(9)

Oy B, T sind, wie in Abschnitt 1,4 beschrieben, als Ergdnzungszahlen dar-
zustellen, wenn sie negativ sind. Falls e negativ ist, darf es nicht als Er-
gidnzungszahl dargestellt werden. Diese Forderung 148t sich erfiillen, wenn man
gegebenenfalls in E Xq-X3 und i anstelle von X3-X4 und S einstellt.

Ji3 = Y5
¥3-

Nach beliebigen Kurbelumdrehungen miissen jetzt R; und R, stets x- und y-Koor-
dinaten von Punkten zeigen, die auf der Verbindungsgeraden P1(x1; y1) -———
P3(x3; y3) liegen. So erscheinen nach einer in S7 ausgefiihrten -Drehung x,
und yq in Rj; und R,, was eine Kontrolle ermdglicht.

Man versucht nunmehr, auf der Verbindungsgeraden P1P3 einen Punkt zu finden,
dessen y-Wert gleich 5 ist. Indessen hat allzugroBe Genauigkeit nicht wviel

Zweck, da die Funktion im Bereich P1P3 in Wahrheit etwas von der maschinell
dargestellten Geraden P1P3 abweicht. Es geniigt als Faustregel, daBl die Zahl
der fehlerfreien Stellen von x sich bei jeder neuen Interpolation fast ver-
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doppelt. Der genaueste Wert fiir x war Xz mit 2 Ziffern, nach der Faustregel
detiein x mit 4 Ziffern, zu 'suichen.

Nach diesen Gesichtspunkten erhidlt man durch Kurbeln in R
X, = 1,104(18),
was der Ordinate r,.= 4,999 44(9) der Verbindungsgeraden P1P3 entspricht.

Eine Kontrolle nach Formel (1) zeigt, daB bei x4 = 1,104 die Funktion
¥4 = 5,002 020 864 ist. Eine weitere Interpolation zwischen P3(x3; y3) und

P4(x4; y4) wiirde xg = 1,103 803 liefern.

i

I. Berechnung eines Ndherungswertes yi = f(xi) T pl Bl =

y3 = (x§+b).x§.x5 Tz = (1) et 15w, 96

3 1 0 ¥ O U L Ry (3)
x3 T (6) | +Dreh.
0,0 et S4 0,0 Tl (9)

- B B RN 1.0 12,0! (3)

b 3,0 (6) | +Dreh.
ES "x5+b" S4 e "4, (9)
i

5.0 00 heg 0,08 L1 (3)

/k5+b/47 fhpt ) (6) | +Dreh.
/0,0/ "(x3+b) .x5" 4;5 [/0,0/ "4,51" (9)

4. 100" e 050 RN (3)
/(x3+b).x3/ /42914 (6 +Dreh.
/0,0] ny3n 54;3 70’0/ 114,961u (9

LI 1) Darstellung der Interpolationsgeraden P1(x1y1) P3(x§y3)
0,0 (Z) 0,0 (6)
(xB-x1)...(y3-y1)(E) Ot T o ey G 7 A o 914
XB...yB (R) S7 1)1-004)961 (18) (9)

2. 2) Probe der Einstellung
0,0 11,00 vot B o Sa k7 ) Q0. Y0 trot e O (6)
(x3—x1) i (y3-y1) (E) 5/+ TR T (12)(3

reh :
sz i) 1y sy, M (R)'s7 ] ="1,0. 04 00 wEEE Sog, g6 et o)

ITII. Aufsuchen eines weiteren Nidherungswertes T f(x4) auf der
Interpolationsgeraden:

050 . ee ”X4"X5" 050 "01004" (6)
CEDRRGED 0,71...0, 961 (12)(3)
Xaiiiiye T, S5 g S4 1, 1...4,961 "1, 104" )14, 999441 (18)(9)

Zur Errechnung eines weiteren Niherungswertes X5 ist Rechnungsgang I mit
: o 10 E0Y 7 BT o gy SRR St X3, ¥3 und Xgs Y4 2ZU wiederholen.
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4,32 Die Substitutionsmethode bei Gleichungen hoheren Grades

Gleichungen héheren Grades lassen sich mit Hilfe der Substitutionsmethode
vorteilhaft lOsen.

”~

Gegeben sei die eine Gleichung x4+ bx2 - ¢ = 0O'mit b'= sitaad e =G

(1) PEEEE R
in welcher x gesucht ist. Im Falle x = 1 hat die Funktion y = xJ + 3x2 -5
den Wert - 1, im Falle x = 2 den Wert + 15. Es wird etwa bei x = 1,1 eine

Lésung von (1) zu suchen sein.

Man verwende eine Hilfsunbekannte u, die durch die Gleichung
(2) Al
definiert ist. Wie aus Gleichung (2) hervorgeht, bedeutet u die Abweichung

der Unbekannten x vom roh geschédtzten Wert 1,1. Jetzt wird in Gleichung (1)
iiberall x ersetzt durch (u + 1,1); es ist dann

)

(3) x5 = ud + 30,1 ufit St 12 m e e
3x2 = 3 w2 + 8.8 1.1 u +0304 02
_5_—_ _5

P Lnd (3 .1,143)0% e (30112060, 100+ (1, 1055 . 1,94 50 aig

Die in den Klammern stehenden Summen sind bei Anwendung einer Rechenmaschine
schnell gefunden:

(4) wid 6.3 n€ + 10,23 u - 0,039 =0 = w2 + £.u° +'g.u +:h

Wenn u auBerordentlich klein ist, werden die Quadrate und Kuben von u so ge-
ringfiigig, daB sie in Gleichung (4) praktisch ohne Bedeutung sind und daB dort
g.u = h; 10,23u = 0,039 wird. Es ist jedoch zweckmdBig, die sehr geringfiligigen
Glieder u’ und 6,3u2 als Korrekturglieder auf die rechte Seite der Gleichung
zu bringen:

(5) 10,23 uy = 0,039 - 6,3 uq2 - u3

Ist dann eine erste Anndherung u; bekannt, soc wird diese auf der rechten Seite
von Gleichung (5) eingesetzt und liefert eine wesentlich genauere zweite An-
niherung us. Oder nach Gleichung (5)

0,009 6% 2 1
(6) R = T0 o5 0 A 003 3194

0,039 "6, 1 ;
Es sind in Gleichung (6) die drei Quotienten 10,2%; 10?25; PRk L

men, die den gleichen Divisor 10,23 haben: Zwecks Bildung des Quotienten T%—EB

Hebel 5 auf "1" stellen; eine -Drehung in S11. Hierauf wird r = 99999(15) und
stellt -1(15) dar. E und Z 16schen. In E eine Hilfseins 1(9) und 10,23(5)
einstellen. Das Komma trennt 15-5 = 10 Stellen in Z ab und 10+9 = 19 Stellen
inah.

Nach z = 0,097 751 711(11) +Drehungen erscheint bei r = 0,0 10123 =
0,097 751 711(19) in R. Schlitten auf S11 bringen, den Quotienten 0.5

E riickiibertragen und bei beliebiger Kommastellung mit 0,039 bzw. 6,3 multipli-
zieren. Die Ergebnisse sind

nach

1 1
S )
g T 10’23 i 01615 855 7791
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P il s R
S, = el = 0,003 812 316
und geben, in Gleichung (6) eingesetzt,
(7) uy = 0,003 812 316 - 0,615 835 779 u12 - 0,097 751 711 u13.

Eine aus Gleichung (7) erhaltene erste Annsherung uq = 0,003 812 316 fiihrt
nach Gleichung (7) zu up = 0,003 803 372 und nach Gleichung (2) zu

Xhes 16 10549805 517 .

Man sieht, wie auBerordentlich schnell diese Methode hohe Genauigkeit ergibt.

I. Errechnung von é =

10,23

0,8 LGl el 10 )
@ _ 1,0 (5)
© 1=99999,0 (15)
0,0 . Mg 0,0 "0,097751711" (10)
1,0... g 50, .. 120 (9) (5)|+or
99999,0 "1/g"...!10,0! $.9999,0 10.08TIS1 ML

! 0,000000000461...%0,0!(19)(15)

II. Errechnung von h/g = u, und i

0,0 'h! 0,0 10,039! (11)
/1/8/ 0,097, 151781/ (9)| + Dreh.
/0,0/ "h/g" = uy /0,0/ "0,003812316729" (20)
0500 aokL 3,9 16, 3! (9)

1/g 0,097751711 (9)| + Dreh.
0,0 W gt 0,38123%16729 "0,6158357793" (18)
III. Errechnung von u, = u, . [1—u1.(f/g s 1/g.u1ﬂ
0,0 gl 0,0 10,003812317! rot (9)

O 1/g © 0,097751711 (9)| - Dreh.
/g "f/g-1/g.uq" 0,6158357793 "0,61546311879..." (18
0,0 fuq! rot 0,0 !'0,003812317! rot (9)

O /t/g- uq/g/ © /0,615463119/ (9)] - Dreh.
/0,0/1,C "1-uq.(£/g-ui/e)" 0,0/1,0 "0,99765365949..." (18)
G Vg 0,003812317 rot !0,0! rot (9)

® /1-uy.(f/g-uy/g) ® /0,997653659/ (9)] + Dreh.
/0,9 ‘%8 /0,0/ "0,003803372..." (18)
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Die Substitutionsmethode bei transzendenten Gleichungen

Die bereits behandelte Substitutionsmethode 148t sich unmittelbar nur auf
Gleichungen hbheren Grades anwenden. Transzendente Gleichungen veranlassen

oft zum Gebrauch der Differentialrechnung, die auch hier zunichst angewandt
wird.

Man denke sich irgendeine transzendente Funktion F(x), in welcher x bei F(x)=0
bestimmt werden soll. In der Ndhe der Losung sei ein Punkt

XO = 1,1 ;

F(xg) = - 0,039
bekannt mitsamt den Ableitungen

Y wkmgdusi 10583,

{2) Pro feales 12;6 . -
By (xo) = 6

Wenn nun

(3) dx =oRi8iNg

eingefiihrt wird, ist entsprechend der Mac-Laurinschen Reihe
1 Zikind 3
] — 1 e 1
(4) F(x) F(xo) + F (xo)dx e F'(xo)dx +igE (xo)dx + .
oder in Zahlen

(5) F(x) = - 0,039 +10,23 dx + 6,3 dx2 + dx> 4 Lis

Da Gleichung (4) und (5) mit der 3. Potenz von dx abgebrochen sind, geben
sie den Verlauf der Kurve umso genauer an, je kleiner dx ist, d.h. je nidher
Xxp an das gesuchte x heranriickt.

2

Ist nun in Gleichung (5), wie bereits anfangs gefordert, F(x) gleich 0, dann
entspricht Gleichung (5) vollkommen der Gleichung (4) des Abschnittes 4,32 und
wird ebenso behandelt wie diese. Auch transzendente Gleichungen lassen sich
also grundsdtzlich nach der Substitutionsmethode l&sen.

Falls Gleichung (5) mehrere Losungen hat, so ist natiirlich nur eine Lésung
mit sehr kleinem dx brauchbar, da dann Glieder mit 4. und hdheren Potenzen
von dx vernachldssigt werden diirfen.

Das Newtonsche NdZherungsverfahren

Beim Kapitel 4,31 iliber die Interpolationsmethode wurde in E und R
By = x3—x1 E b y3- Jq.
r1=X3 = rr=y3

eingestellt. Diese Methode 148t sich insofern variieren, als man ebensogut
K.(x3-x¢) statt X3-x¢ in By

K.(y3-y4) statt yz-y; in E,
einstellen darf, wobei K beliebig ist. In R] und Ry miissen auch nach dieser
Abénderung stets Koordinaten der gleichen Geraden P4P3 erscheinen, wenn ir-
gendwelche Kurbeldrehungen ausgefiihrt werden. Das Verfahren, durch Kurbeldre-
hungen in R, einen gegebenen Wert zu erzeugen, um auf diese Weise in Ry einen

gesuchten zu finden, 148t sich daher nach Multiplikation mit K unverindert
beibehalten.

Wir wdhlen K und haben

Xz- X
) 1
¥3-91 Ay51

e e ey = =

XB—X1 AXBA,

1]
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Wenn P5 und P, sehr nahe zusammenriicken, wird aus dem Differenzenguotienten

Dy :
- der Differentialquotient L = y' . Die Interpolationsmethode geht dann,
AX31 dx z

wie nicht ndher diskutiert werden soll, in das Newtonsche Ndherungsverfahren
iiber. Hierzu ein Beispiel:
Es liege die Gleichung x3 + bx2 = ¢ mit b = 3 und ¢ = 5, also

(2] 22 b SRS =10

vor. Man denkt sich am besten eine Funktion

(3) y = x + 3x2

mit dem Differentialquotienten

(4) y'= 3x% + 6x

und sucht ein x, bei welchem y = 5 ist. Etwa bei x = 1,1 ist das angendhert
der Fall: e ¥y = 4,961 ;

y,'= 3x,° + 6x, = 10,23
Die vorteilhafteste Berechnung von Funktionen wie x13+3x12\oder 3x12+6x1 wurde
in Abschnitt 3 dargestellt.

Durch Kommata willkiirlich 5 Stellen in Z; ferner 11 und 2 Stellen in E; schlie8
lich 5+11 = 16 und 5+2 = 7 Stellen in R abtrennen. In E und R

el 1(11) 2 er = y1' 10)23(2) )
rl = X1 = 1,1(16) 5 o = y1 4)961(7)

T
einstellen. Falls ej; r] oder rp.negativ sind, werden sie gemdB Abschnitt 1,4
als dekadische Ergidnzungen eingestellt.

Man versucht nunmehr, auf der Tangente einen Punkt zu finden, dessen y-Wert
gleich 5 ist. Zu diesem Zweck kurbelt man, bis ry = 5(7) erreicht ist. Wie bei
der Interpolationsmethode ist jedoch allzugroBe Genauigkeit nicht sinnvoll, da
die Funktion y von der maschinell dargestellten Tangente abweicht. Die Faust-
regel, daB die Zahl der fehlerfreien Stellen von x sich bei Anwendung des
Newtonschen Ndherungsverfahrens verdoppelt, gibt einen ungefdhren Anhaltspunkt.
x1 hatte zwei Stellen, man erzeuge daher in R, ein x mit vier Stellen und hat
so nach 0,004(5) +Drehungen

£5°="14104(16Y;

was der Ordinate r, = 5,00192(7) der Tangente entspricht.

Bei x, = 1,104 ist die Ordinate der Kurve y, = X,7+ 3x,2 = 5,002 020 864, wie

die Nachrechnung ergibt. Wegen der O in der zweiten Stelle hinter dem Komma
kann x4 hier auch als dreistellig betrachtet werden, womit etwa eine weitere
Stelle als gliltig angesehen werden kann:

X3= 1,1038 r. = 4,999874 Yo = 4,99 965 027
gegeben: x3 + b.x2 = ¢ ¥ 5 3x2 =5
Funktion: xJ + b.x2 = ¥y x I 3x2 =y
1. N&dherung: xq xq = 1,1
mit y1 = X13 + b.X12 . y1 = 1,13 = 3.1,12 = 4,961
1. Ableitung: 3x2 + 2bx = y' 32 + 6x = y' ; ¥90%= 10423

Darstellen der Tangente im Punkt 1“und Errechnen einer
ersten. Anndherung:

By0s (["x$ saxq¥) 0,0 "0, 004" (%)
1, 0x9hrdyyy A50i, Toseb 10928 (11)(2)
» DU S AR 4,961

e PUGIREE L i W oY S S kgt i Lok g Je X (16)(7)
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...Wweiteren Anndherung:

0,004 "0,0038" (5)
1,0 5w 105 25 (igige)
1,404 ... 5,00192
1,1038 ... !4,999 874! (16)(7)
oder auch (wegen e = 1:0) mdn Z Etath in R, gebildet:
%5 "x2" 154 i 10881 (5)
. 10,25 (2)
¥1 ! ~c! 4,961 14,999 874! &2

GLEICHUNGEN MIT ZWEI UND MEHR UNBEKANNTEN

Lineare Gleichungssysteme

Die in der Praxis sehr hdufigen linearen Gleichungssysteme sind mit Hilfe
der BRUNSVIGA 20 auf zshlreiche Arten zu 10sen. Auf die vielen Mdglichkeiten
in allen Einzelheiten einzugehen, erscheint schon aus Platzgriinden nicht
ratsam. Es dirfte die Darstellung eines Verfahrens geniligen, das sich durch
Ubersichtlichkeit auszeichnet.,

Liegt ein System von n Gleichungen mit n Unbekannten vor, so kann die Auf-
gabe, die Unbekannten zu ermitteln, als geldSst betrachtet werden, wenn es
gelingt, das System in ein System von (n-1) Gleichungen mit (n-1) Unbekannten
umzuwandeln. Nach wiederholter Anwendung dieses Verfahrens, die Zahl der
Gleichungen und Unbekannten um 1 zu verringern, ergeben sich, wie bekannt,
die Ldsungen.

Wir wollen im einfachsten Fall der zwei Gléichungen
(1) 8.1X+ 8.2y+ aB = 0
(2) byx + by + by = 0

mit den zwei Unbekannten x und y die Verringerung der Unbekannten in der Weise
durchfilhren, daB wir etwa x eliminieren und zu dem Zweck die mit 21 multipli-

zierte Gleichung (1) von Gleichung (2) abziehen. Das gibt 89
b
L) 4
(3) b1x+b2y+b3 = (a1x+a2y+a5) 0
oder kilirzer
(4) (g = a1 as)y + (bz- Yl az) = O.

x ist eliminiert, das System (1); (2) in das System (4) umgewandelt.

Zur BErliduterung der hieraus folgenden Rechenvorschrift dient das Zahlenbei-
spiel

25% 27x + 59y -~ 18 =.0;
6 19 =57y 81 0,

in welchem zwecks Eliminierung von x die mit dem Faktor %% =0, 705 703

multiplizierte Gleichung (5) von Gleichung (6) subtrahiert wird:

{1 |

Durch beliebig gewdhlte Kommata 7; T7; 7+7 = 14 Stellen in Z; E und R abtrennen.
Faktor 0,703 703 7(7) in E einstellen. 19(14) in R eihstellen und 27(7)
-Drehungen durchfithren. In R erscheint 0,000 000 1(14). Z und R 1l6schen.
-37(14) in Form von 963(14) in R einstellen und 59(7) -Drehungen durchfiihren.
In R erscheint die Erginzungszahl 921,481 481 7(14). Z und R 1ldschen. 81(14)
in R einstellen und -18(7) -Drehungen (gleich 18(7) +Drehungen) durchfiihren.
In R erscheint 93%,666 666 6(14). y
-/30



AR, T S

Hieraus folgt streng

(7) 0,000 000 1 x + (921,481 481 7 - 1000)y + 93,666 666 6 = 0
oder, da die Beizahl von x fast gleich O ist, angen&hert
(8) (921,481 481 7 - 1 000)y + 93,666 666 6 = 0.

Gleichung (5) und (6) sind unter Eliminierung von x zu Gleichung (8) zusammen-
gefaBt. Infolge Gleichung (8) ist

(9) 93,666 666 6 93,666 666 6
7 J 2 =921 48T 481 7 - 1 600 - 78,518 518 3

Die Division ist auf zweierlei Weise durchfiihrbar. Erstens baut
e = 78,518 518 3(7) nach 1,192 924 5(7) - Drehungen r = 93,666 666 6(14)
nahezu auf 0 ab.

Zweitens baut e = 9 921,481 481 7(7) nach 1,192 924 5(7) +Drehungen
T = 93,666 666 6(14) nahezu auf 0 ab.

Die zweite Methode hat den Vorteil, daB die Berechnung von 78,518 518 3 aus
der Ergidnzungszahl 921,481 481 T fortfallt.

Das fortwdhrende Umrechnen der dekadischen Erginzungen bedeutet einerseits
eine zusdtzliche Rechenarbeit, andererseits verursacht es leicht Recherfehler.
Es ist daher hier entgegen den in Abschnitt 1,4 festgelegten Regeln ratsam,
gegebenenfalls auch im Z&hlwerk mit Ergénzungszahlen zu arbeiten, wenn dann
das Umrechnen derselben fortfdallt. So lassen sich b9,27(5)-100(5ﬂ +Drehun-
gen durch Loschen von Z, eine positive und eine negative Kurbeldrehung sowie

T -Drehungen in S5 und 3 -Drehungen in 5S4 ausfihren.

Oder es lassen sich [99,27(5)—100(5ﬂ -Drehungen durch Loschen von Z, eine
negative und eine positive Kurbeldrehung sowie 7 +Drehungen in S5 und 3 +Dre-
hungen in S4 ausfithren. Im ersten Fall erscheint 999 999,27(5) in weiBlen
Ziffern, im zweiten Falle in roten.*)

Da trotz groBer Sorgfalt gelegentlich Rechenfehler auftreten, spielen im
Falle groBerer Gleichungssysteme Zwischenkontrollen eine groB8e Rolle. Es

27
abgezogen und lieferte Gleichung (8). Deshalb muB die Beziehung

wurde im Beispiel die mit multiplizierte Gleichung (%) von Gleichung (6)

o %%(27+59_18) + (19-37+81) = 921,4814817-1000 + 93, 6666666

erfiillt sein.

b1
I. Errechnen des Erweiterungsfaktors 5= = %%

a1

0,0 " Wplan @0 10, 7037037" (7)

50 L 1,05 087,70 (10) (0) | +Dreh.
0,0 bafaglecsitb,l 0,0 "0,7037037"...118.9999999 =~ (17) (7)

*) Die 7 Drehungen in S5 konnen auch verkiirzt eingekurbelt werden, was im
ersten Fall eine positive und zwei negative Drehungen in S6 (entsprechend
+ 99 - 100(5)),3 +Drehungen in Sp und 3 -Drehungen in S4 erfordert; ent-
sprechend im zweiten Fall.

_/31



II.Umnrechnen der Beiwerte b zur Eliminierung von b1

0,0 laq! 0.0.C 11271 ot (7)
» | © /bqy/aq/ © /0,7037037/ | (7) | -Dren.
/0,0/b4 "(bq-bq/aq)=0,0" /0,0/ 19,0 "0, 0000001" (14)
0,0 las! 0,07 19891, rot (7Y
© bq/a © 0,7037037 (7) | -Dren.
bo  "bo-(bq/aq).an" 963,0 "922,4814817" (14)
{,0. las! 0,0! © 18 ! weiB (7)
© bq/ay © 0, 7037037 (7) | +Dreh.
bz "bz- by/aq .a3" 81 "93,666 666 6" (14)
:II.Errechnen von y:
| sihaslho el 195, 666 6666
e Wb, (b,/a,) 8, = T 921,4814817-1000
1. Divisionsverfahren
570 TP 0,0 " ® 1,1929245" rot (7)
© (b,-b /a,.8,) © 78,5185183 (7) | -Dreh.
T DA INEE 1~0, 0! 93, 6666666
Pt/ %18 10,000002416. ..~ 0,0! (14)
2. Divisionsverfahren
0.0 M B 1,192 9245" (1)
@ 9921,4814817 (7) | +Dren.
93, 6666666
"1,1929245",..10,000002416...~0,0! (19)(14)

§ IV, Probe:
b

RCER (a1+a2+a3) 4+ (b1+b2+b3)

24

Hier ist das Glied - 1000 durch die 99 in E 11/12
beriicksichtigt.

Bei den Verfahren 1) und 2) sind die beiden -Vor-
zeichen (vor dem Bruchstrich und im Nenner) mit

" dem durch die (subtraktive) Division gegebenen

-Vorzeichen des Einstellwertes e kombiniert und im
wirksamen Vorzeichen von e - bzw. dessen dekadischer
Einstellung - enthalten.

Ein 3. Divisionsverfahren:

0,0 " ® 1,1929245" weiB (7)
@ 78,5185183 {7):|{~#Dpeh.
906, 333 3334 :
1999,999 997 583 76835! (14)

Das -Vorzeichen vor dem Bruchstrich ist hier in r
durch Einstellen der dekadischen Ergédnzung, das
~-Zeichen des Nenners im wirksamen Vorzeichen von e
beriicksichtigt.

- 32(27+59-18) + (19-37+81)
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(0 BT - =)
=(b,- —.a,) + (b,- —.a,) =(921,4814817-1000) + 9%,666666
B pE e
%2 Summierungen verkiirzt dargestellt
0,0 . 13x1l 1] 0,0 T 7
84;8p;83; DY ey (7)
0,0 "aq+ap+az" s8 |0,0 n6g, 0" (14)
0,0 !bq/aq! 050 O . 1 B e e R
C)(a1 +ia, aB) - /68,0/ (7)| =Dreh.
0,0 " © (by/a,).(aj+ap+az)"| ST bis1| /0,0/ "999952, 1481484"  (14)
% Summierungen verkiirzt dargestellt
0301 1 5% 0,0 12 = 1= 1 (1)
@ b,; +by; by +19; =37; +81 (1)
z "—(b1/a1)(a1+a2+a5)+(b1+b2+b3)” s8| = "15,1481484" (14)
AN o 0,8 145 Q- bl bet
b
@ (b = . a) © 99921,4814817 (7)| -Dren.
aq 2
b,
= b Bl = "900093,6666667" (14)
a1

Entsprechend fir n% 3

Nichtlineare Gleichungssysteme

Die 99 in E 11,

Glied -1000 in der Klammer;

12 entsprechen dem
die 9 in

R 20 rihrt von der durch die Neunen

links im E-Werk

gebildeten, in E 13

zu denkenden "Zihleins'" her und stellt
die -1 des Z-Werkes dar.

Es tritt in der Praxis sehr hdufig der Fall auf, daB verschiedene Unbekann-
te durch recht verwickelte Gleichungen miteinander verbunden sind. Man

hilft sich in solchen Fdllen gerne durch einfaches Probieren,

obwohl oft

der Gebrauch der Differenzialrechnung schneller zum Ziele filhren wiirde.

Dies 188t sich leicht an dem einfachsten Beispiel, an einem System von zwei

Gleichungen mit zwei Unbekannten

(1)
(2)

).

b

Lolxiy )

F,(x;5) = 0

zeigen. Und zwar sollen fiir einen bestimmten, in unmittelbarer Nghe der Lo-
sung gelegenen Punkt x4; y4 nicht nur

(3) Bolx.syi); Flmyt )
wertmidBig bekannt sein, sondern auch die partiellen Ableitungen
\
o}
(4) D . 6 F, o7,
6X’l éy1 éx’l 6y1
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In unmittelbarer Nihe des Punktes Xq; ¥ 8&ilt nun

oF4 dF4
(5) Bolxi ) = "Falxpivg) + 5;T dxg + 5;7 dyq;
oF2 oF
(6) Fo(x; y) = Folx,y,) + T 4 5;% dyq,
wobei
(1 X = X4 + dxq;
(8) y = yq + dy,

sind. Da infolge der Gleichungen (1); (2); (3); (4) in Gleichung (5) und (6)
lediglich dxq und dy4 unbekannt sind, handelt es sich bei Gleichung (5) und
(6) um ein System von zwei linearen Gleichungen mit zwei Unbekannten (dx1

und dy1).

Man kann also in Gleichung (5) und (6) dx; und dy, nach dem bereits in Ab-
schnitt 5,1 beschriebenen Verfahren zur Aufldsung von 2 linearen Gleichungen
mit 2 Unbekannten finden. Nachdem dxq und dy4 bekannt, hat man nach Gleichung
(7) und (8) sofort mit guter Anndherung x und y.

Dieses Verfahren, das hier nur an einem System von zwei nichtlinearen Glei-
chungen mit zwei Unbekannten gezeigt wurde, 148t sich ganz analog auf n
nichtlineare Gleichungen mit n Unbekannten anwenden.

VERSCHIEDENES

Interpolation

Beim Aufschlagen von Logarithmen oder sonstigen Funktionen spielt die Inter-
polation eine groBe Rolle. Meistens handelt es sich um einfache Interpolation,
die voraussetzt, daB die Funktion mit hinreichender Genauigkeit innerhalb

des Interpolationsbereiches linear verliduft. Es soll nur diese lineare,
normale Interpolation betrachtet werden.

In irgendeiner Funktionstafel seien u.a. die Punkte P1(x1;y1) und P2(x2;y2)
verzeichnet.

In dhnlicher Weise wie bei der L&sung von Gleichungen nach der Interpolations-
methode (siehe Abschnitt 4,31), stellt man, falls (x0-x1) positiv ist,

°) = Xp-xy; T = Y2 ¥y
Ty mXq j T
ein. Falls (x2-x1) negativ ist, stellt man

ok L e T e R

Ty Xy ; Ty = ¥4

ein. ey ist also immer positiv einzustellen.
Wenn e,; ry; r, nach dieser Anweisung negativ werden, sind sie entsprechend
Abschnitt 1,4 durch Ergédnzungszahlen darzustellen.

Ist auBerdem die Kommaregel beachtet, zeigen Ry und R, nach jeder beliebigen
Kurbeldrehung x- und y-Koordinaten der Geraden P4Ps.
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6,21

P R
In einem Beispiel ist bei x = 12,0 und 12,5 eine Funktion y = 273,22 und

2185, = 12,0 273,22 '}

iak | ; : I
$5 w125 RO +0, 5 o S7706% | . ¥2 T iniad, 4l

Durch willkiirlich gewdhlte Kommata 4 Stellen in Z, ferner 12 und 2 Stellen
in E, schlieBlich 4+12,5 16 .und 4+2 = 6 Stellen in R abtrennen. Hierauf

g = 0.5 (12); ey = 4,41 (2);

P = 12,ol(15);gj RS 27;,22.(6) &
einstellen. M e - i \fﬁ
Will man ein y finden, das,einem x = 12,1 zugeordnet ist, kurbelt man, bis '4
ry = 12,1(16) ist, und;hat.y = ry ="274,102(6). . .[,

Will man ein x finden, daé'einem y'= 275 zugeordnet ist, hat man nach 0, 4037(4)
Umdrehungen bei

y = 275,000 317(6) ein x = 12,20185(16).
Auch eine Kontrolle ist leicht mdglich: Bei ry h 12,5(16) mus r. = 277,63(6)
erscheinen. T

1 Argumentﬁ%iiﬁ%;gégébéh%5EpgktibbSWeft'y gesuéht. 

6l Oy Q4 n @Yol paws g 3‘3,,1_§)_~O4O RO 0 i (4
(x0-%1)...(y2-¥1) ' Oh DR ST A, 41 N T e
Kqeoooonns ¥ D2 RO 2T 5 P
ST e 'yt 12, 1k n274,102" (16)(6)

2. Funktionswert y gegeben, Argumentwert x gesucht.

TPl b) ano oAl (4)
(ig'x1)--- (YQ'Y1) O St ovrses o 41 (12)(2)
S I AT R PR
"yt B ek A, 1275,000317t (16)(6)

Umwandlung von Winkelteilungen

Umwandlung von Altgrad in Neugrad

Das 1941 von Harkink verdffentlichte Verfahren beruht auf der Uberlegung,

PR L0100 dote 9 ¢
090 SllgTh b
1,50 158 150 g 0+60 g
o ) X 2 by - *
14 = b AR 0 'gT . 0,01 2—57— 0018
1
-k S L0 ol oo Biordeineveon®

ist und daher beispielsweise
162,5523%.90+0, 5523.60+0,0025.100 .
81

(1) 162955V 25" &

Um 162055'23" in Neugrade umzuwandeln, durch Kommata 5; T7; 5+7 = 12 Stellen

in Z; E; R abtrennen, e = 162,5523(7) mit z = 90(5) multiplizieren, dazu das ]
Produkt e . @z = 0,5523(7) . Be 60 {5) und dab’ Produkd el = & 0,0023(7) . z <
100(5) addieren. ]

Bei diesen Additionen ist die Loschung von z nicht notwendig, wenn 2z, = 90(5)i
in gp = 150(5) wnd zz = 250(5) umgekurbelt wird.

e iet v = 16D, 5623 . 80 & 0,855 60 40,0003 . 100 = 34663,075(12),

Die anschlieBende Division von r durch e = 81(7) liefert das Resultat
1620551 23" = 181,02562(5)8.

N /ze
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0,0 190, 0! 0,0 190, o (5)
0Cq + 005 +005 162, 5523 (7) | +Dreh.
0,0 npqt 050 "']4629,707" (12)
50 1150, 0! 50,0 1750, 0! (5)
a2+a5 0,5525% (7) | +Dreh.
i TTp" L "14662,845" (12)
750 1250, 0! 150 1250, 0! (5)
oz 0,0023% (7) | +Dreh.
ro "I‘}" L ”14663,075" (12)
0,0 "By+Pp+B5 ot 0,0 "181,02562" rot (5)
o 81 o) 81 (7) -Dreh.
T3 1~0, 0! = SN YYY999 990! iz

6,22 Umwandlung von Neugrad in Altgrad

Die Riickverwandlung von 181,025628 in alte Teilung ist gleichfalls schnell
durchgefiihrt. Zu dem Zweck e = 181,02562(7) mit z = 81(5) multiplizieren.

Das Produkt r = 14663,07522(12) nach L&schung von E und Z durch e = 90(7)

dividieren, wobei durch Kurbeldrehungen in den Schlittenstellungen S8; S7

und S6 die Zahl r = 14663,07522(12) auf den kleinsten positiven Rest abge-
baut wird. Es erscheinen z = -162(5) und r = 83,07522(12).

In E 150(7) statt 90(7) einstellen und r durch Kurbeldrehungen in den Schlit-
tenstellungen 5 und 4 auf den kleinsten positiven Rest abbauen. Es erscheinen
z = -162,55(5) und r = 0,57522(12).

In E 250(7) statt 150(7) einstellen und r durch Kurbeldrehungen in den Schlit-
tenstellungen 3; 2 und 1 auf einen nullnahen Wert abbauen. Es erscheint

5= -162,55250( 01
Das ist gleichbedeutend mit dem Ergebnis 181,025628 = 162°55'23,0".

Da die GroBenordnung der Winkel praktisch immer die gleiche ist, empfiehlt es
sich, alle Winkelumwandlungen stets mit den gleichen Kommastellungen durchzu-
fihren. Dann bleiben auch die Daten liber die Schlittenstellungen unveridndert.

0,0 181! o 181! (5)
ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3 181, 02562 (7) | +Dreh.
0,0 fplgn 8o 14663, 07522 . (12)

0,0 R 6,0 162, 0F Bet (5

© 90,0 © 90,0 t7) | ~Dreh.
rat o imin ralt = 183,07522! Rlat b

X T +0Cp" 162;0 7162, 55¥ (5

5 150,0 o 150,0 (7) | -Dren.
rot  Imin rp'! T D pThe0n (12)

O+ 0y "0+ O+ OG5 162,55 "162,55230" ot (5)

5 250,0 o 250,0 (7) | ~Dreh.
ret 1=0! = 10, 00022! (12)
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